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FRACTIONS 


ANALYSE ALG&BRIQUE. 

Demonstration d’un the ore me sur les fractions 
continues periodiques ; 

Par M. Evariste Galois , eleve au College de Louis-le- 

Grand. 


On sait que si , par la methode de Lagrange, on developpe en 
fraction continue une des racines d’une equation du second degre, 
cette fraction continue sera periodique , et qu’il en sera encore de 
meme de l’une des racines d’une e'quation de degre quelconque , 
si cette racine est racine d’un facteur ralionnel du second degre du 
premier metnbre de la proposee, auquel cas cette equation aura , 
tout au moins , une autre racine qui sera egalement periodique, 
Dans 1’un et dans l’autre cas, la fraction continue pourra d’ailletirs 
etre immediatement pe'riodique ou ne l’etre pas immediatement , 
mais , lorsque cette derniere circonstance aura lieu , il y aura du 
moins une des transformees dont une des racines sera imme'diate- 
ment periodique. 

Or , lorsqu’une equation a deux racines pe'riodiques , re'pondant 
a uu me me facteur rationnel du second degre, et que I’une d’elles 
est immediatement periodique , il existe entre ces deux racines une 
relation assez singnliere qui parait n’avoir pas encore cte remar- 
quee, et qui pent etre exprimee par le theorenie suivant ; 

THEOREM E. Si une des racines d' une equation de degre tjuel- 
concjue est une fraction continue impiediatement periodique , cette 
Equation aura necessairement une autre racine egalement periodique 
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Cjue Von obtiendra en divisant Vunite negative par cette me me frac- 
tion continue periodicjue , ecrite dans un ordre inverse. 

Demonstration. Pour fixer les idees , ne prenons que des pe'rio- 
des de quatre termes ; car la marche uniforme du calcul prouve 
qu’il en serait de m£me si nous en admettions un plus grand nom- 
bre. Suit une des racines d’une equation de degre quelconque ex- 
prime'e comme il suit: 
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[’equation du second degre , a laquelle appartiendra cette racine et 
qui contiendra conse'quemment sa correlative , sera 
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or , oa tire de la successivement 
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c’est-a-dire , 
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c'est done toujours li l’equation du second degre qui donne les 
deux racines dont il s’agil ; mais en mettant continuellement pour 
x , dans son second membre , ce meme second membre qui en 
est en effet la valeur, elle donne 
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C’est done la l’autre valeur de x , donnee par cetle equation ; valeur 
qui , comme Ton voit , est egale a — i divise par la premiere. 

Dans ce qui precede nous avons suppose que la racine propo-* 
se'e etait plus grande que l’unite; mais, si l’on avait 
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on en conclurait, pour une des valeurs de — , 
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i’autre Talenr de ^ serait done , par ce qui precede , 
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d’ou on conclurait , pour l’autre valeur de x , 


*H 47 + : , 

+ * + - + 1 f , 

d + ~ i 1 , 

+ T + 7 + 

# X»M 


on 


ccz 


d +7+i 1 

b+~ + l i 

+ , 
c +7 + 1 

a 


ce qui rentre exactement dans notre the'oreme. 

Soit A une fraction continue , imme'diatement periodique quel- 
conque , et soit B la fraction continue qu’on en dednit en ren- 
versant la periode ; on voit que , si l’une des racines d’une e'uua- 
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lion est x — A, elle aura necessairement une autre racine xxx — — ; 

or , si A est un nombre positif plus grand qtie l’unite, — sera 

negatif et compris entre o et — i ; et , a l’inverse , si A est un nom- 
bre negatif compris entre o et — i , — — sera un nombre posi- 
tif plus grand que l’unite. Ainsi , lorsque l’une des racines d’nne 
equation du second degre est une fraction continue immedialement 
periodique , plus grande que l’unite , l'am re est necessairement 
comprise entre o et — i , et reciprcquement si l’une d’elles est com- 
prise entre o et — l’autre sera necessairement positive et plus 
grande que l’unite. 

On peut prouver que , re'ciproquement , si l’une des deux raci- 
nes d’une equation du second degre est positive , est plus grande 
que l’unite , et que 1’autre soit comprise entre o et — r, ces ra- 
cines seront exprimables en fractions continues immedialement pd- 
riodiques. En effet , soit toujours A une fraction continue imme- 
diatement periodique quelconque , positive et plus grande que l’unite , 
et B la fraction continue immediatemeut periodique qu’on eu da- 
duit , en renversant la period? , laquelle sera aussi , comme elle, 
positive et plus grande que l’unite. La premiere des racines de la 

proposee ne pourra £tre de la forme x—p-j- — , car alors , en 


vertu de notre theoreme, la seconde devrait etre x—a\ — —a — B 


I 

B 


or , a — B ne saurait Ore compris entre o et — i qu'aulant que 
la partie entiere de B serait egale a p ; auquel cas , la premiere 
valeur serait immediatement periodique. On ne pourrait avoir dav&n- 


tage , pour la premiere valeur de x, x—p\-- 
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car 


alors 


l’aulre serait x—p 4 


ou x—p 
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; or , pour que celte 
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raleur fut. comprise enire o et — r , il faudrait d’abord qne 
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fut egal a p plus une fraction ; il faudrait done qne B — q fut plus 
petit que l’unite, ee qui exigerait que B fut egal a q , plus une 
fraction ; d’ou I’on voit que q et p devraient Hire respectivement 
egaux aux deux premiers termes de la periode qui repond a B 
ou aux deux deruiers de la periode qui repond a A ; de suite que, 


contrairement a l’hypothese , 


la valeur x=p-\- 





serait 


im 


mediatement pe'riodique. On prouverait , par un raisonnement ana- 
logue , que les periodes ne sauraient etre precedees d un plus grand 
nombre de termes n’en faisant pas partie. 

Lors done qu’on traitera une equation nume'riqne par la me'thode 
de Lagrange , on sera stir qu’il n’y a point de racines periodiqius 
a esperer tant qu’on ne rencontrera pas une transformee ayant au 
moms une racine positive plus grande que l’unite, et une autre com* 
prise enire o et — t ; et si , en effet, la racine que 1’on poursuit 
doit etre periodiqtie, ce sera tout au plus & cette transformee que 
les periodes commenceront. 

Si l’une des racines d’une e'quation du second degre est non sett- 
lement immediatement periodique mais encore symetrique , e’est-a- 
dire , si les termes de la periode sont e'gaux h egale distance des 
extremes , on aura B = A ; de sorte que ces deux racines seront 

A et ; l’e'quation sera do.nc 


Ax 3 — (A* — i)x — A = o . 

Re'ciproquement , toute equation du second degre' de la forme 

ax* — bx — a— o , 

aura ses racines a la fois immediatement pe'riodiques et synietri- 
q ues. En effet, en mettant tour a tour pour x l’infini et — t, on 
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obtient des re'sultats positifs , tandis qu’en faisant et J 

on obtient des re'sultats ne'gatifs ; d’oii l’on voit d’abord que cette 
equation a une racine positive plus grande que l’unite et une ra- 
cine negative comprise entre o et — i , et qu’ainsi ces racines sont 
immedialement periodiques ; de plus , cette equation ne change pas 

en y changeant ar en — — ; d’oii il suit que si A est une de ses 

racines l’autre sera , et qu’ainsi, dans ce cas , B=A. 

Appliquons ces generalites a l’equation du second degre 

3 u; 2 — 1 6^+18 = 0 ; 

on lui trouve d’abord une racine positive comprise entre 3 et 4i 
en posant 

x=3x-\ , 

y 

on obtient la transformee 

3f—2.y— 3=o , 

dont la forme nous apprend que les valeurs de y sont £ la fois 
iimnediateruent periodiques et syme'triques ; en effet , en posant , 
tour a tour , 

y=i 4-- , z=2 -f.l , /=t+ - , 

z t u 

on obtient les transformers 

2 — 4 Z — 3— o 
3/ 5 — — 2=0 , 

3u * — 2 u — 3=.o ? 
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l‘iden life entre les Equations en u et en y prouVe que la valeur 
positive de y est 
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sa valeur negative sera done 
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les deux valeurs de x seront done 
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dont la derniere , en vertu de la formule connue 


p-1 =^-i+y + _ I 
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devient 
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(*) On trouve diverses recherches sur le meme sujet , dans le present re- 
cu«il , tom. IX , pag. a6i , tom. XIY , pag. 324 et 337 . 

J. D. G. 
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